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OPTION BIOLOG 1 E- MATHEMAT IQ U E 5 

DEUXlhME gPMUVE DE MATHEMATIQUES 

I l  est deman& ezpresshent (ILU: candidats de donner.des dhonstmtions 
prdcises et rigoureuses. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en 
compte par le correcteur. 

Dans tout le pro5lkme 

On rappelle qu'une fonction monotone a h e t  en tout point une limite d 

R: ddsigne l'ensemble de8 nombres d e l 8  stricte- 
ment positifs. 

droite et une limite à gauche. 

On definit les suites reelles (anln et (bnIn ~ a par : 

(1) a - a > O ,  b o - b > O  

l 0 )  a) MoEtrer qu'on a a n g b n  V n  al. 
sont monotones. (anln f a et (bn)n cm b) Montrer que les suites 

Montrer cp'elles sont convergentes. 

Kontrer enfin qu'elles ont m h e  limite. On notera cette limite M(a , b) sans 
chercher a la calculer. 

On a ainsi defini une application de ( R:)' dans R : (a , b) - M(a , b) 
2') Montrer que M(a , b) verifie les proprietes suivantes : 

M(Aa , hb) - XM(a , b) V A  CR+' ; M(a, b) * M(b , a) i M(a , b) = M (G , :+) 
- 

a $a' -M(a , b! CM(a' , b) . 
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3") On note f(x) = M(x, 1) 
Montrer que f vérifie les relations : 

f (+) = + f(x) ; fi < L ( x )  5 l + X  ; f(1) = 1 ; 

2 l + x  f (*) = f(x) 

4 O )  a) Montrer que, si g est une application croissante de R: dans 01 et si la 

est decroissante, alors g est continue. 
g(x) 

fonction x - 
b) Montrer que la fonction f est continue. 

5") a) Montrer que f (x) admet une limite quand x tend vers + œ.  

Quelle est cette limite ? 

b) Montrer que f(x) admet une limite quand x tend vers O par Valeurs 

positives. 

Quelle est cette limite ? 

c) Tracer la conrbe representative de f en precisant le comportement de f 

a l'origine et a l'infini. 

II 

On definit les suites reelles et ( v ~ ) ~ ~ ~  par : 

u + v  
V n  2 1 n-1 n-1 

2 u = a > O ,  v = b > O .  un=J-t V n =  

On suppose b < a  et on ecrit b = a  cos t3 avec 0 < 8 < L  . 
2 

Io )  Calculer u et v en fonction de n et de 8 . 
sont monotones. 

Montrer que (UnIn EN et ("n)n€N 

et (Vn)ncN ont une meme limite N(a, b) (un) n EN 2") Montrer que 

9 
que l'on calculera en fonction de a et de 0 . (On pourra utiliser un.sin -) 

2n 
4 * .  /. , . 

I 

O, 
O, 

-I 
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3.) Montrer par recurrence que un >, an et vn >, bn V n € N 

00 (anln et (bnIn sont definies par les relations (1) et (2) 

5.) Comparer N(a , b) et M(a , b) . Peut-il y avoir Bgalit6 ? 

III 

Soient a et b deux reels strictement positifs. 

dlp I' 4 a' cos2@ + b2 sin2@ 
On fiote I(a, b) = 

et. pour tout x de R,' ,on pose F(x) = I(x, 1). 

l 0 )  Montrer que F est monotone. 

2.1 Montrer les egalites y.~(x , y )  - F(X) et ~ ( 7 )  - x F(X) . 
3 O )  En deduire, par exercple en a2pliquant la question 1 4') a) a -, que F 

1 

Y 1 

F 

est continue. 

4') Montrer que l'application de (Rz)' dans R qui a (x, y) fait correspondre 

I(x, y )  est continue. 

IV 

On admettra la convergence de toutes les integrales qui interviendront. 
a et b sont maintenant des reels verifiant O c  a c b. 

1') On pose u = da2cos2@ +,b'sin'@ O 5 cp 5 

Calculer e en fonction de u. Calculer du 

Montrer qu'on a 
r b  

u2 + ?<". .a) On pose h(u) = 2u eh .Trouver a €1.. b[ tel que h admette une fonction 

reciproque El sur ] a, a ] et une fonction reciprcque H2 sur [ 0 ,b [ . 
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b) Expliciter les fonctions v - A l  (v) et v - €$(VI. 
3') Hontrer que, si v = h(u) on a 2u d ( y ) '  - v2 - $(bz - u') (u' - a') 

Faire le changement de variable v = h(u) dans x(a , b), en separant les 
intervalles ]a , (11 et [ a  , b[ 

4') a) En deduire l'egalit6 I(a , b) = 1 (6, y )  
b) Calculer Ica , b) en fonction de n(a , b) et F(x) en fonction de f(x). 

E 


