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OPTION BIOLOGIE-MATHEMATIQUES

DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Durae : 3 heures

. Il est demandé expressément aux candidats de donner des démonstrations
précises et rigoureuses. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera prig en
compte par le correcteur,

Dans tout le probléme R} désigne l'ensemble des nombres réels stricte-
ment positifs.

On rappelle qu'une fonetion monotone admet en tout point une limite @
droite et une limite 4 gauche.

I
On définit les suites réelles (an)n €n et (bn)n cn par :
(1) a°-a>o, bo-b>o
et
an-l * bn-l
(2) a = Van-l'bn—l ’ bn i —— Vn21l
1°) a) Montrer qu'on a a gbn vn >1.
b) Montrer que les suites (an)n €n et (bn)n €n sont monotones.

Montrer qu'elles sont convergentes.

Montrer enfin qu'elles ont méme limite. On notera cette limite M(a , b) sans

chercher a la calculer.
On a ainsi défini une application de ( R:)z dans R : (a , b) — M(a , b)

2°) Montrer que M(a , b) vérifie les propriétés suivantes :

M(Aa , Ab) = AM{a , b) VACR: ; M{a, b)v-H(b,a) ; M(a , b) 'H(Vab.?+b

aga® ==>Ma,b <M@',Db) .

2

)

3°)

4°)

5°)

On note f(x) = M(x, 1)

f vérifie les relations :

£ (L) = w5
X X

Montrer que

X

£(1) =1 ; Vx i g—l»—; ;

a) Montrer que, si g est une application croissante de R: dans R et si la
g{x)

fonction x +——mm est décroissante, alors g est continue.

b) Montrer que la fonction £ est continue.

a) Montrer que £(x) admet une limite quand x tend vers +o.

Quelle est cette limite ?

b

-

Montrer que f(x) admet une limite quand x tend vers O par valeurs
positives. ’
Quelle est cette limite ?

c) Tracer la courbe représentative de f en précisant le comportement de £

a l'origine et & 1l'infini.

II
On définit les suites réelles (un)nClN et (vn)nCN par :
. LIS A
= = = e >
uo a>o0, vo b>0, un \’un-l'vn B Vo 5 Yn 21

On

1°) Calculer u_ et v
n n

2°) Montrer que (u ) et (

h
suppose b<a et on écrit b = a cos 6 avec 0<f<— .,
2

en fonction de n et de 8 .

et (v)

sont monotones.
n)nCIN n' nEN

Montrer que (u

n nEN vn)nCN ont une méme limite N(a, b)

.. _8
que 1'on calculera en fonction de a et de 6 . (On pourra utiliser u .sin —n-)

:nc/.,. 2
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3®) Montrer par récurrence que u > a et v > bn vnEN
ou (a“)n €N et (bn)n €n sont définies par les relations (1) et (2)
2 1 )
4°%) cCalculer N(4 ' .

' 5®) Comparer N{a , b) et M(a , b) . Peut-il y avoir égalité ?

III

Soient a et b deux réels strictement positifs.

I(a, b) = f

o

wiA

dy
On note

\’az cos?¢ + b? sin?e

et, pour tout x de R: ,on pose F(x) = I(x, 1).

1°) Montrer que F est monotone.

2*) Montrer les &galités y.I{x , y) = P(—;—) et F(-i—) = x F(x) .

3°) En déduire, par exemple en appliquant la question I 4°) a) a —;— s que F
est continue.

4°) Montrer que l'application de (R:)z dans R qui & (x, y) fait correspondre
I{x, y) est continue.

v

On admettra la convergence de toutes les intégrales qui interviendront,
a et b sont maintenant des réels vérifiant O < a < b.

1°) On pose u = VaZcos?y + blsinle 0 eg —g—
dp
Calculer ¢ en fonction de u. Calculer T

Montrer qu'on a

b
I(a, b) =[ :i"
NG -ud?-ah

u? + ab

2% a) cn pose h{u) = a

.Trouver ¢ C]a, b[ tel que h admette une fonction

réciproque B1 sur ]a, a] et une fonction réciproque H2 sur [a ,b[ .

b) Expliciter les fonctions v ——— Hl(V) et Vv ———e Hz(v).

3°) Montrer que, si v = h(u) on' a 2u V(E—;-ﬂ) -vla V(bz -u?) (? -a?

Faire le changement de variable v = h(u) dans I{a , b), en séparant les

intervalles ]a . u] et [u ’ b[

4°) a) En déduire 1'6galité I(a , b) = I (Vab , l;—b)

b) caleuler I(a , b) en fonction de M(a , b) et F(x) en fonction de £(x).
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